Egy hasznos feladatrol

Az [ 1 ] miiben talaltuk az aldbbi érdekes, tanulsagos — és nem utolsésorban hasznos —
feladatot €s megoldasat — 1. abra.

238. Given o curve, which is known fo be an ellipse, find its centre,
the positions and lengths of ils principle azes, and its foci.

Draw any two parallel chords and bisect them at Vv and V.
Let vV’ produced meet the curve at P and P'.

PP is a diameter,
for it bisects parallel
chords.

. C the middle
point of PP is the
centre. UM

On PP as diameter Q p’
desecribe a circle ?L
meeting the ellipse P
at Q. LPQP is a Ar\ g~ C ST

P

rt. ., and PQ, P'Q are
supplemental chords.

.. the diameters
ACA’, BCB' parallel to
PQ and PQ are con- &
jugate diameters at
right angles, i.c. they
are the principal
axes.

With centre B and radius equal to CA describe a circle cutting
AA" at S and §. BS=CA=BS\

‘. Sand 8 are the foci.

Fia. 142.

1. dbra — forrasa: [ 1 ]
A feladat

Adott egy gorbe, melyrdl tudjuk, hogy ellipszis. Hatarozzuk meg:
~ a kozéppontjat,

~ a fétengelyek ( a kis - €s nagytengely ) helyzetét és hosszat,

~ a fokuszait!

A megoldés

Ennek elokészitéséhez allitottuk eld a 2. és a 3. abrat.
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2. abra

A 2. 4dbran az aldbbiakat figyelhetjiik meg.

~ A ( fekete ) kor ( sotétkék ) parhuzamos harjainak megfeleldje az ellipszisen egy szintén
parhuzamos ( piros ) hurpar.

~ A kor hurparja szakaszfelezd pontjainak ( tiirkiz ) 6sszekoto egyenese atmegy a kor
kozéppontjan; ennek megfeleldje, vagyis az ellipszisharok ( pink ) szakaszfelezo egyenese
szintén atmegy az ellipszis kdzéppontjan.

~ A kor ( tiirkiz ) atmérdjének megfeleldje az ellipszis ( pink ) &tmérdje.

~ A koratmérd végpontjai tavolsaganak felében van a kor kozéppontja.

Az ellipszisatmérd végpontjai tdvolsaganak felében van az ellipszis kozéppontja.

Most tekintsiik a 3. abrat!

Itt azt latjuk, hogy az a sugaru ( fekete ) kort a vizszintes atmérdje ( az x tengely ) koriil
elforgattuk 45 - kal, melynek vetiilete / el6lnézeti képe a ( zold ) ellipszis.

A korbe berajzoltuk a KsKgK¢K; téglalapot, melynek a korlap sikjanak elforgatasa utani
megfeleldje az EsEgEgE téglalap. A 3. dbra szerint az X fétengely koriili forgatas soran a
téglalap X tengellyel parhuzamos oldalai ugyanolyan hossziak maradtak, az y fotengellyel
parhuzamos oldalai megrovidiiltek, &mde az oldalak altal bezart derékszogek tovabbra is
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3. dbra

derékszogek maradtak. Vagyis ha az ellipszis fétengelyeinek iranyat keressiik, akkor azt
kell elérni, hogy az ellipszis két hurja egymasra merdleges legyen. Ezt ugy érhetjiik el,
hogy a ( pink ) EsEg ellipszis - atmérore ( bordo ) Thalész - kért szerkesztiink, igy pl. az
EsE;Es szog is derékszog lesz, melynek szarai parhuzamosak az ellipszis fotengelyeivel.

Ezen eldkészités utan a megoldas 1épései az 1. dbra szerint az alabbiak.

1. Megrajzoljuk az ellipszis két parhuzamos hurjat.

2. Meghatarozzuk e hturok V és V’ szakaszfelez6 pontjait, majd ezeket 6sszekotve el -
metssziik az ellipszist; ekkor megkaptuk a P és a P’ pontokat, melyek egy ellipszis -
atmeérd végpontjai.

3. Az ellipszis C kozéppontjat a PP’ &tméro - szakasz felezdjében talaljuk.

4. A PP’ atmér0 - szakaszra kort szerkesztiink, mely az ellipszist a Q pontban metszi.
Berajzoljuk a PQ és QP’ hurokat. A PQP’ sz6g derékszog.



5. A C kozépponton keresztiil parhuzamost huzunk QP’ - tel és QP - vel. Ekkor eléallnak
az A és A’ , valamint a B és B’ metszéspontok.

A kapott A4’ szakasz a nagytengely és annak hossza, a BB’ szakasz a kistengely és annak
hossza.

6. A B (vagy B’ ) kdzéppontbol CA sugaru korivvel elmetszve az A4’ egyenest metszeEs -
pontokként kapjuk az S és S’ fokuszpontokat, amint azt az elemi geometriabol tudjuk.

Ezzel a szerkesztéses megoldas befejezodott.

M1. Ugy tiinik, egy fontos szerkesztésre bukkantunk. Emlékeink szerint eddig még nem
talalkoztuk vele.

M2. A 2. dbra nagyon érzékeny a szerkesztési pontatlansdgokra, ezért is kellett géppel
megrajzolni. Igy legalabb szép is lett.

M3. Fentebb emlitettiik az a sugarti kort, melynek x tengely koriili, @ = 45° szogl forgata -
sa és az eredeti korsikra valo merdleges vetitése eredményezi az a fél nagytengelyii és

b =a-cosf = a /2 fél kistengelyii ellipszist. Az idevagd oldalnézeti képet elhagytuk,
helytakarékossag miatt. fgy az eloInézeti kép nagyobb lehetett.

Az abrakrol més, nem emlitett adatok is konnyen levehetSk. gy pl. jol lathatd, hogy
a=10(cm), igy fentiek szerintb=7,071 (cm) .

M4. Egy a fentivel rokon feladatot mar oldottunk meg, szamitdssal. Ehhez 1d. egy korabbi
dolgozatunkat, melynek cime: Altaldnos helyzetii ellipszis - pdlya egyenletének meghatd -
rozdsa folos szamu mérési eredmények alapjan. Ennek is az volt a 1ényege, hogy tudjuk,
hogy a palya egy ellipszis, melynek keressiik a jellemz0d adatait. A szerkesztés révidebb.
Azonban van itt par dolog, amit érdemes lehet atvenni.

1. Az itteni feladatban csak annyit kellett tudnunk, hogy a gorbe ellipszis. Ahhoz, hogy

a szerkesztés jol miikodjon, fenn kell allnia annak a hallgatolagos kitételnek is, hogy az
ellipszis pontos. Ha ez igaz, akkor az ismertetett modon konnyen és gyorsan juthatunk az
eredményekhez.

2. Az elobb emlitett korabbi feladatban az volt a masik 1ényeges — és szimulalt — infor -
macid, hogy az ellipszis pontjait mérési eredményekként ismerjiik, melyek nyilvan hibak -
kal terheltek. Ott tehat egy “kiegyenlitd” jellegli szamitast kellett végezni, sok technikai



nehézséget lekiizdve.

3. Hatudjuk, hogy a fenti szerkesztés alapanyaga — az ellipszis — is csak kozelitéleg adott,
akkor mar nem biztos, hogy az itteniek elegenddek.

Az utobb mondottakat érdemes lehet atgondolni, miel6tt valaki nekilat a megoldasnak, és
eldallit valamit, amir6l nem allithatja biztosan, hogy elég jo lesz, megoldasként.

M5. Fentiekben felhasznaltunk vagy fél tucat tételt, emlités és bizonyitas nélkiil.

Ez azt jelenti, hogy az ellipszis felhasznalt tulajdonsagait tényekként, nem pedig bizonyi -
tando allitasokként kezeltiik. Egy ilyen jellemz6 példaul azon tulajdonsag, miszerint:

az ellipszis parhuzamos hurjainak felezépontjai egy egyenesre esnek — [ 2 ].

Ezért is torekedtiink az altalunk elérhetd legnagyobb szerkesztési, illetve rajzolasi pontos -
sagra, hogy az ilyen allitasok ranézésre — itt: a 2. és 3. abra szemlélete alapjan — elfogad -
hatoak legyenek. Ez a pontossag elég lehet ahhoz, hogy csokkenjen kételkedésiink, erd -
s0djon bizalmunk az [ 1 ] - ben talalt megoldas lépéseit illetden. Akinek pedig ez kevés, az
kezdheti a szakirodalom—pl.[1],[ 2], [ 3] - alapos tanulmanyozasat.

Forrasok:

[ 1]-W. M. Baker: Algebraic Geometry
A New Treatise on Analytical Conic Sections
London, George Bell & Sons, 1906.

[ 2 ] - http://www.math.u-szeged.hu/tagok/kurusa/_site/index.php/teaching/stud-
downloadables/category/6-ma-thesis?download=44:az-ellipszisek-jellemzese

[ 3] - https://regi.tankonyvtar.hu/hu/tartalom/tamop425/2011 0001 519 04218/ch05s07.html
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